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1.研究の概要 

 グラフとは,頂点の集合𝑉 とそれに属する頂点の何が隣接しているかを示す辺の集合𝐸 
の組𝐺 = (𝑉, 𝐸)のことをいう.下の図 1 のグラフは 5 個の頂点とそれを結ぶ 6 個の辺から

なる. 

 

図 1 グラフの例 

 本研究では,このグラフについてのいくつかの基本的な定義を示し,有名なケーニヒス

ベルクの橋の問題を解く. 

2.ケーニヒスベルクの橋の問題とは 

 ケーニヒスベルクの橋の問題とは,図のように川で隔てられた地点 A,B,C,D とそこに

かかる 7 本の橋について,一度も同じ橋を通らずに全ての橋を渡れるかという問題であ

る. 

 

図 2 渡るべき橋 

3.基本的な定義 

 次数とは,グラフ𝐺 のある頂点 x と隣接した頂点の個数のことをいう.次数が偶数であ

る頂点を偶点といい,奇数である頂点を奇点という. 



 2 以上の自然数𝑛 について,異なる n 個の頂点𝑣ଵ, 𝑣ଶ,・・𝑣௡と n-1 個の辺𝑣ଵ𝑣ଶ, 𝑣ଶ𝑣ଷ,・・, 𝑣௡ିଵ𝑣௡からなるグラフを𝑣ଵと𝑣௡を結ぶパスという. 

 あるグラフの任意の 2 個の頂点について,その間にパスが存在していれば,そのグラフ

を連結グラフという.連結でないグラフを非連結であるという.非連結なグラフは,いくつ

かの連結グラフの寄せ集めといえる.このような連結グラフのことを連結成分という. 

 

図 3 連結グラフと非連結なグラフ 

 グラフ 𝐺 の頂点 𝑣଴, 𝑣ଵ, … , 𝑣௞ と辺 𝑒ଵ, 𝑒ଶ, … , 𝑒௞ の交互列 𝑣଴𝑒ଵ𝑣ଵ𝑒ଶ𝑣ଶ … 𝑣௞ିଵ𝑒௞𝑣௞ で , 辺𝑒ଵ, 𝑒ଶ, … , 𝑒௞が全て異なり,辺は交互列の頂点を結ぶ辺となっているものを小道といい,グ
ラフの全ての頂点と全ての辺を通る小道をオイラー小道という.また,小道の始点𝑣଴と終

点𝑣௡が一致するものを回路といい,グラフの全ての頂点と辺を通る回路をオイラー回路

という. 

 ケーニヒスベルクの橋の問題は図 4 のようなグラフにオイラー小道が存在しているか

という問題になる. 

 

図 4 ケーニヒスベルクの橋の問題のグラフ 

4.いくつかの定理の証明 

 3 で述べた問題を解くために必要な,いくつかの定理を証明する 

4-1.握手補題 

 どんなグラフでも, 

  (頂点の次数の合計)=(辺数の 2 倍) 



 である. 

(証明)頂点の次数は,その頂点から出る辺の個数である.各辺は端を 2 個持つため,次数の 

合計は同じ辺を 2 回数える. 

4-2.奇点定理 

 どんなグラフでも,奇点の個数は偶数個である. 

(証明)奇点の個数を m とすると,握手補題から𝑚 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑2)である. 

4-3.グラフ𝐺 にオイラー回路が存在するための必要十分条件は,𝐺 が連結で奇点をもたな

いことである. 

(証明)(必要条件)𝐺 に頂点𝑥 から出発し頂点𝑥 に戻るオイラー回路が存在するとき,𝐺 が連

結であることは自明である.また,頂点𝑥 から出発してオイラー回路をたどり,通った辺を

消していくとする.この時,頂点𝑥 以外で通った頂点𝑣 について,頂点𝑣 に入る辺と頂点𝑣 か
ら出る辺が消えるため,その頂点の次数は 2 ずつ減る.オイラー回路を 1 周して全ての辺

が消えた時,全ての頂点の次数は 0 になる.よって,𝑥 以外の頂点は偶点である.よって,奇
点定理より𝑥 も偶点である. 

(十分条件)𝐺 が連結で奇点をもたないとする.𝐺 の小道で最も多くの辺を含む小道𝐶 を考

える.まず,𝐶 が回路であると示す.𝐶 の始点を𝑥 ,終点を𝑦 とし,𝑥 ≠ 𝑦 と仮定する.𝑥 から出

発し,𝐶 を通り,通った辺を消していくと考える.途中で𝑦 を通過すると次数が 2 減り,最後

に𝑦 に到着したとき次数が 1 減る.𝑦 は偶点であるため,𝑦 につながる辺はまだ残ってお

り,そこから𝐶 をもっと伸ばすことができる.これは𝐶 が最も多くの辺を含む小道であっ

たことに矛盾する.よって,𝐶 は回路である.次に𝐶 がオイラー回路であると示す.𝐶 に含ま

れた頂点𝑦 につながる辺で,𝐶 に含まれない辺𝑎 があると仮定する.𝐶 はオイラー回路であ

るため,𝑦 を始点かつ終点とすることができる.これに辺𝑎 を継ぎ足して𝐶 より多くの辺を

含む小道をつくることができる.これは𝐶 が最も多くの辺を含む小道であったことに矛

盾する.よって,𝐶 に現れる頂点と結ばれた辺はすべて𝐶 に含まれる.このため,𝐶 の頂点と

辺からなるグラフは,𝐺 の連結成分である.𝐺 は連結であるため,連結成分は 1 個である.よ
って,𝐶 は𝐺 の全ての頂点と辺を含む.よって,𝐶 はオイラー回路である. 

4-4.グラフ𝐺 がオイラー小道をもつ必要十分条件は,𝐺 が連結で奇点を高々2 個しかもた

ないことである. 

(証明)(必要条件)𝐺 がオイラー小道をもつなら,連結であることは自明である.𝐺 がオイラ

ー小道をもち,4 個以上の奇点をもつと仮定する.このとき,オイラー小道を通り,通った辺

を消していくと考える.このとき,始点と終点以外の点の次数は 2 の倍数だけ減り,始点と

終点の次数は 2 の倍数に 1 を加えた数だけ減る.𝐺 には小道の始点でも終点でもない奇

点が少なくとも 2 個存在するため,これらの頂点の次数を 0 にすることはできない.これ

は𝐺 がオイラー小道をもつことに矛盾する.よって,𝐺 がオイラー小道をもつならば,奇点

を 4 個以上もつことはない. 



(十分条件)𝐺 が奇点をもたないならば,𝐺 がオイラー回路をもつことは 4-3 で示した.よっ

て,𝐺 の奇点が 2 個であるときを考える.2 個の奇点を𝑥, 𝑦 とし,これらを結ぶ辺𝑎 を加え

たグラフ𝐺 + 𝑎 を考える.𝐺 + 𝑎 は連結で奇点をもたないため,オイラー回路をもつ.ここ

から辺𝑎 を除くと𝐺 のオイラー小道が得られる. 

5.ケーニヒスベルクの橋の問題の解 

 図 4 のグラフは,奇点を 4 個もつ.よって,定理 4-4 から,オイラー小道をもたない.よっ

て,ケーニヒスベルクの橋の問題に,全ての橋を 1 回ずつだけ通る方法は存在しない. 
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